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SINOPSE 
Neste artigo são considerados dois tipos de controle em relação ao sistema de dois objetos de 
interação de produção, em que ura destes objetos produz uma mercadoria para aumentar os bens de 
capital e o outro produz nm produto final, a fim de suprir a demanda dada. Inicialmente, determina-se 
o regime mais econômico de funcionamento do sistema, na condição de conservação da capacidade 
produtiva do mesmo durante longo tempo. Posteriormente, considera-se o problema de estabilização 
do desenvolvimento do sistema de objetos de produção em relação à trajetória programada de 
desenvolvimento. O segundo problema resolve-se através do método de programação dinâmica. Como 
funcional objetivo foi usada uma funcional quadrática, que admite desvios das coordenadas espaciais 
e funções de controle do regime programático. 
1. INTRODUÇÃO 
Na moderna teoria do controle, distinguem-se problemas de dois tipos: o 
controle programáiico e o controle com realimentação. 
No primeiro caso, o controle (ótimo ou quase-ótimo) é feito na forma de uma 
função do tempo com as condições iniciais e as condições finais concretas, isto é, 
u = u(t). No segundo caso, o controle é feito no instante t como uma função do 
tempo e das variáveis-estado, isto é, u = u(x,t). A realização destes dois tipos de 
controle são diferentes. 
O controle programático é realizado através de um mecanismo programático 
de relógio, ou de um horário, conforme uma lei antecipada que é uma função do 
tempo. Este controle não reage contra desvios possíveis do estado do objeto 
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œntrolado em relação a um estado desejável, ideal. O controle com reaümentação 
é realizado através de um regulador que, com base nos resultados das medidas dos 
valores reais das variáveis-estado, pode criar um sinal mediante o qual funciona 
um mecanismo de controle ou admite-se a decisão de controle. Ambos os 
problemas são de interações. Em problemas de controle econômico, existem estes 
dois tipos. Por exemplo, para investir em algum ramo da indtjstria, existe um 
programa de investimentos para cada momento do tempo. Isto é realizado através 
de um controle programático de investimentos. Mas devido a mudanças de 
condições de funcionamento do sistema é necessário extinguir estes desvios, 
restabelecendo o sistema ao regime programático através de acréscimos ou 
retiradas de verbas correntes. 
2. O M O D E L O DINÂMICO DE UM SISTEMA DE OBJETOS DE 
PRODUÇÃO 
Consideraremos um sistema de dois objetos de produção. Um deles produz 
um produto usado no sistema como bens de capital. O outro produz uma 
mercadoria para usar fora do sistema. Sistemas deste tipo existem na realidade. 
Por exemplo, a indústria de máquinas agrícolas e a'produção agrícola, ou a 
produção de máquinas para tecelagem e uma unidade de fabricação de tecidos. 
Através de modelos semelhantes pode-se modelar a reprodução de gado. Neste 
caso, o primeiro objeto modela a reprodução dos animais reprodutores e o segundo, 
a produção de gado para corte. 
Se a demanda final é conhecida, então temos interesse no regime de 
funcionamento do sistema, quando a produção do primeiro objeto se reahza de 
forma a somente abastecer a necessidade da demanda final e renovar o capital 
desgastado. Este regime de funcionamento é possível apenas para detenninados 
valores das condições iniciais do primeiro objeto. Se as condições iniciais reais 
são maiores que estes valores, então se observa o crescimento excessivo da 
capacidade do primeiro objeto. Se as condições iniciais reais são menores que estes 
valores, então se observa a diminuição da capacidade do primeiro objeto até a 
extinção inteira do objeto, durante um prazo finito. 
O modelo matemático do sistema <Je dois objetos de interação tem a forma: 
d<|)i 
= ui - a i <j)i 
dt 
d (1)2 




= Ui - ui (1) 
d(j)n2 
= U2 - U2 
dt 
(j)! = kixi 
(|)2 = k2X2 
( j ) n l = T l U l 
(j)n2 = t2U2 
XI = Ul + U2 
X2 = X 
onde : 
Xi é a produção do i-ésimo objeto no instante t; 
<|)i é a quantidade de bens do capital do i-ésimo objeto no instante t; 
<j)ni é a quantidade do estoque de bens de capital do i-ésimo objeto que ainda não 
funciona para a produção; 
ui é o fluxo da introdução em funcionamento de bens do capital no i-ésimo objeto 
no instante t; 
Ui é o fluxo de bens de capital adquiridos para fins de uso do i-ésimo objeto 
no instante t; 
X é a demanda final do produto do segundo objeto no instante t; 
ki é o coeficiente de capacidade do capital do i-ésimo objeto no instante t; 
a i é o coeficiente de desgaste do capital no i-ésimo objeto no instante t; 
Ti é o coeficiente que caracteriza a duração do prazo da assimilação de estoques 
do capital do i-ésimo objeto no instante t; 
1 Este modelo foi proposto em Sirazetdinov (1972) e foi modificado em Rafikov (1976). Uma 
diferença deste modelo para o modelo de líontief (1951) é que o modelo admite os processos de 
assimilação e desgastes do capital do sistema. 
No nosso caso, os coeficientes k,, a \, TÍ, são constantes e conhecidos. 
No sistema (1), as duas primeiras equações descrevem o desenvolvimento 
da capacidade de cada objeto. As outras duas descrevem o processo da assimilação 
de bens de capital de cada objeto. As quatro seguintes modelam as suposições 
necessárias de que a produção é proporcional aos bens de capital de cada objeto e 
o fluxo da introdução em funcionamento de bens do capital é proporcional à 
quantidade de bens de capital de cada objeto que ainda não funcionam para a 
produção. As duas últimas equações descrevem a distribuição da produção de cada 
objeto. 
Reescrevemos o sistema (1) de forma mais compacta: 
d(|)i 1 
= - a i <j)i + (j)nl 
dt XI 
d<{)2 1 
= - a2(j)2 + <t)n2 
dt T2 
à^al - 1 
dt XI 
d<j)n2 - 1 
<i)nl+Ul (2) 
<t>ii2 + U2 
dt X2 
<|)i = kixi 
<()2 = k2X2 
= U l + U2 
kl 
X2 ='x 
o desenvolvimento deste sistema determina-se por inteiro ao sistema de 
equações (1) ou (2) e condições iniciais 
<t>i(0) = <t)io 
<^ai(0) = ^niO (3) 
3. A SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE CONTROLE P R O G R A M Á T I C O 
Seja 
X = X * (t) 
uma função de t conhecida, contínua e derivável duas vezes. Explicitando U2 da 
quarta equação do sistema (2) e substituindo <^n2 pela expressão 
d(t)2 
( +a2^2 )X2 
dt 
que foi obtida da segunda equação do sistema (2) podemos encontrar a variável de 
controle U2* que é necessário para o desenvolvimento do segundo objeto em 
concordância com a demanda final: 
U2* = kzr2 
d ^ x ' 
dt^ 
d x 
+ ( A 2 T 2 + l ) K 2 + a 2 k 2 x (4) 
dt 
Fazendo algumas transformações óbvias com as equações do sistema (2), 
obtemos: 
d(t)i 1 
= - a i ( | ) i + — <j)nl (5) 
dt TI 
d<t>nl 
dt kl TI 
-(t)nl -U2*. 
onde a função U 2 é determinada através da expressão (4). 
Reescrevemos o sistema (5) na forma matricial: 
F = AF + V 
onde 








A solução geral do sistema (6) pode ser escrita na fonna: 
F = e^'C + e ^ ' / e - ^ ' V d t , 
onde e'^' conforme definição é uma matriz: 
oo 1 
Z — A V „Al 
n=l n! 
onde C é um vetor-coluna 
Ci 
C2 
A solução geral de (7) consiste de duas partes. Uma delas e^'C caracteriza o 
desenvolvimento próprio do primeiro objeto (a solução geral da equação 
homogênea associada). A outra parte 
e^ ' j e - ' ^ 'Vdt , 
caracteriza o desenvolvimento forçado que é condicionado ao vetor de controle V. 
Obviamente, não é necessário desenvolver demais o primeiro objeto, mas o 
suficiente para desenvolver o segundo e compensar os desgastes de ambos. Deste 
ponto de vista, o regime mais favorável é quando C=0. Então o regime procurado 
de desenvolvimento do primeiro objeto é encontrado pela fórmula 
F*=e^Ve"^Vdt . (8) 
O regime (8) foi encontrado raciocinando-se em relação ao desenvolvimento 
do primeiro objeto, quando o segundo objeto produz um produto do tamanho 
necessário. A rigor, não podemos chamar este regime de ótimo, pois como é de 
praxe na teoria do controle ótimo, é difícil determ inar a funcional mínima conforme 
este regime. 
Assim, as funções 
<j>i*, <t>2*, ^ní* e <j)n2* 
que se obtêm através das expressões 




= kaJT* e 
O 
- U 2 
dx 
<J)'n2 = X2 ( k2 + a2k2X) 
dt 
determinam tal desenvolvimento programático do sistema considerado quando o 
segundo objeto produz a quantidade necessária do produto final e o primeiro obj eto 
funciona somente para o abastecimento das necessidades do segundo objeto e 
também para compensação de desgastes de ambos. O desenvolvimento 
programático é realizado através de controle, ou seja, dos programas: 
1 
U* i ( t )= (j)*i-U*2 (10) 
kl 
d^x* áx* 
U*2(t) = k2T2 + (a2T2+l)k2 + a2k2X * 
dt^ dt 
4 . 0 SISTEMA DINÂMICO E M DESVIOS 
De modo geral, o desenvolvirnento real do sistema é diferente do 
desenvolvimento programático (9) e (10). O estado do sistema de objetos pode ser 
representado como a soma do desenvolvimento programático e dos desvios do 
programa, istoé: 
4)1 = <i)*i+yi 
<t>2 = ^*2+y2 
<t>iil = <i)*ni+y3 (11) 
<t)n2 = <J)*n2+y4 
Ul = U*l + AUl 
U2 = U*2 + AU2 
onde yi e y2 são os desvios entre os valores de bens de capital reais e os valores 
de bens de capital do regime programático no primeiro e segundo objetos 
respectivamente; ys e y4 são os desvios entre os valores reais de estoques de capital 
não utilizados para produção e os valores programáticos destes estoques; AUi e 
AU2 são desvios entre os valores reais das variáveis de controle e os valores 
programáticos. 
As funções (9) e (10) que caracterizam o regime programático satisfazem o 
sistema (2), isto é: 
d<T)*i 1 
=-ai<T>i + — <T)*nl 
dt XI 
d<T)*2 1 
= - a2<|)2 + <j)*n2 
dt X2 
d<j)*nl - 1 
dt XI 
d<})'n2 - 1 




— <{)*1 = U*l + U 2 
kl 
Subtraindo as equações do sistema (12) das respectivas equações do sistema 
(2) e admitindo as expressões (11), obtemos o sistema de equações em desvios: 
dyi 1 
— = - a i y i + ya 
dt XI 
dy2 1 
— = - a2y2 + — y 4 
dt X2 
dy3 1 
y3 + A Ui (13) 
dt XI 
dy4 1 
• y4 + A U 2 
dt T2 
1 
yi = AUi + AU2 
kl 
Substituindo a última equação na quarta equação do sistema (13) e usando a 
forma matricial, obtemos: 




-a i 0 1/Tl 0 
Yi 1 0 Y2 ; A = 0 -02 0 1/T2 ; B = 0 
Y3 1 
Y 4 0 0 -1/ri 0 -1 
l/kl 0 0 -1/T2 
e AUl é uma função escalar de controle. 








yi(0) = <l)i(0) - ( ] ) > ) 
y2(0) = 4)2(0) - k2x * 
y3(0) = <Í)nl(0) - <j)*ni(0) 
y4(0) = <j)n2(0) - <j)*n2(0) 
A ftincional objetivo é dada por: 
1 00 
I [ A U i ] = — / (Y'^ QY + AUi2) dt. (16) 
onde Q é uma matriz de pesos simétrica semidefinida positiva. 
A funcional objetivo (16) contém a soma dos quadrados de desvios entre 
os valores reais das variáveis e os valores do regime programático. Minimizando 
esta funcional, podemos determinar uma função de controle ótima A U i que 
diminui os desvios das variáveis com gastos minimais. 
5. A FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE CON TOOLE Ó l l M O 
Formularemos o problema de desvios mínimos de regime programático 
como o problema de síntese de controle ótimo:^ encontrar um controle ótimo que 
fornece um valor mínimo da funcional (16) e transfere o sistema (14) do estado 
inicial (15) para um estado final: 
Y ( o o ) = O (17) 
Se encontramos o controle AUl de um conjunto aberto, então o controle 
ótimo linear incógnito pode ser determinado pela expressão: 
AUl = -B 'SY (18) 
onde S é uma matriz simétrica de coeficientes ótimos que é a solução da equação 
matricial não-linear: 
- S A - A ' ' ' S + S B B ' ^ S - Q = O (19) 
Em (19) a matriz Q é dada. 
Se a matriz S tem as componentes 
S = 
S u Sr2 S l 3 S l 4 Sl2 S22 S23 S24 
S l 3 S23 S33 S34 
S l 4 S24 S34 S44 
então a expressão (18) assume a forma: 
AUl = -piyi - P2y2 - P3y3 - p4y4 
onde Pi = Si3 - S i4 i = 1,2,3,4. 
Geralmente usa-se Q como a matriz diagonal: 
r, 
Q = 
Se Q i i , Q22, Q 3 3 , Q44 são dados, podemos encontrar Si4, Si3 
(20) 
(21) 
Qi i 0 0 0 
0 Q22 0 0 
0 0 Q33 0 
0 0 0 Q44 
2 Bellman (1957), Athans and Falb (1966), Letov (1969). 
i=1,2,3,4 da equação (19) e depois determinar a variável de controle conforme (20). 
Sabendo a variável de controle AUi da equação (14) obtemos o processo transitório 
que descreverá o desenvolvimento do sistema em desvios. 
6. O P R O B L E M A DA E S C O L H A D O S C O E F I C I E N T E S D E 
PONDERABILIDADE DA FUNCIONAL OBJETIVO 
Precisa-se notar que, para valores diferentes da matriz de coeficientes de 
ponderabilidade Qü, temos diferentes trajetórias, ou seja, a variação de valores das 
componentes da matriz Q essencialmente influi na qualidade do processo 
t ransi tór io . Então, supondo-se va lores diferentes dos coeficientes de 
ponderabilidade, obtemos diferentes valores da funcional otimizada e diferentes 
trajetórias de desenvolvimento. A análise da influência dos coeficientes de 
ponderabilidade da funcional otimizada ao processo da transição é um problema 
singular geralmente bastante complicado. 
Um caso particular do nosso problema é quando a assimilação de estoques 
do capital acontece instantaneamente, i.é: se 
<j)NI = O, XNI « O paran=l,2, 
podemos obter as expressões analíticas que descrevem a dependência entre as 
características do processo de transição e os coeficientes de ponderabilidade da 
funcional otimizada. 
Consideraremos este caso minuciosamente. No caso 
<T>ni - O, Ti = O temos que ui = U j , i = 1,2 
Então o sistema (1) tem a forma 
a<j)i 
— = Ui - oi^i 
dt 
<j)I = KIXI i=l,2 (22) 
XL = U l + U 2 
X2 = x( t ) 
A equação em desvios tem a forma (19), em que 
' - a i 0 yi 1 
A = ; Y = ; B = 
l/kl -a2 y2 -1 
(23) 
As condições iniciais tem a foima: 




yi(0) = <|)i(0) - <t)l*(0) 
y2(0) = »i>2(0) - k2x' 
A matiiz Q dos coeficientes de ponderabiUdade da funcional objetivo (16) 
tem componentes: 
Qu O 
(25) Q = 
O Q22 
A matriz simétrica S tem componentes: 
rSl i S12" 
S = S i 2 S 2 2 (26) 
A variável de controle ótima (18) depende apenas dos desvios yi e y2 : 
AUl = -piyi - p2y2 (27) 
onde 
pi = Su-Si2 ; i = l,2 (28) 
Levando a variável de controle (27) em (14), oblemos um sistema de duas 
equações diferenciais lineares: 
dyi 
= - ( a i + pi)yi - p2y2 
dt 
dy2 1 
= ( +Pi)yi + (P2 - a2)y2 (29) 
dt kl 
Reescrevemos o sistema (29) na fonna de uma equação diferencial de 
segunda ordem: 
d^yi dyi 
T + 2 | T + yi = O (30) 
dt^ dt 
onde 
Vaiaz - c'ip2 + a2p2 +p2/ki 
(31) 
T 
5 = — ( a i + a2 + pi - p2). (32) 
2 
A equação (30), do ponto de vista da teoria do controle, é uma equação do 
elo dinâmico ou oscilatório. Os parâmetros do elo chamam~se: a constante de 
tempo T e o coeficiente relativo de amortecimento | . São determinados 
respectivamente pelas expressões (31) e (32). Destas podemos explicitar p l e p2 
como as funções dos parâmetros T e | . 
Depois de algumas transformações obtemos: 
a2 + a i 1 
T2 (a^ ) - 2 Í T ( a i ) + 1 
kl kl 
pi = _ ; (33) 
1 
( - a i + a2) 
kl 
11.5 
T^a^2 - 2ÍTa2 +1 
p2 = _ 
1 
( — - a i + a2) 
kl 
Determinando pi e p2das fórmulas (33), podemos obter as componentes da 
matriz S das expressões (19) e (21): 
2a2p2 - pip2 




S n = pi + Si2 
Sl2 = p2 + S22 
Da equação (19) também podemos obter os valores dos coeficientes de 
ponderabilidade da funcional objetivo: 
Sl2 
Ou = 2 ( a i S i i ) + pi2 (35) 
kl 
Q22 = 2a2S22 + P22 
Então podemos organizar o seguinte algoritmo da resolução do problema 
colocado: 
a) Determinamos os parâmetros T e | do processo de transição, ou seja, a 
qualidade do processo de transição. 
b) Verificamos que estes parâmetros T e | satisfazem a condição de que a 
matriz dos coeficientes de ponderabilidade é semidefinida positiva. Isto é, quando 
os parâmetros acima são definidos, conforme as fórmulas (34) e (35) determinamos 
Q u e Q22 e verificamos as condições 
Q u a O eQ22aO. 
c) Das expressões (33) calculamos os coeficientes de reforço pi e p2 da 
função de controle AUi. 
Sabendo pi e p2, da fórmula (27) obtemos a função de controle ótimo AUi. 
d) Substituindo AUi no sistema (14) e integrando-o podemos obter (se 
predsarmos) o processo de transição, isto é: 
yi = yi (t) 
y2 = y2(t). 
Conforme a colocação do problema, temos que 
lim yi(t) = 0 , 
mas especificando os parâmetros certos de T e ^ podemos fazer com que durante 
um prazo finito yi e y2 tenliam valores próximos a zero. 
Precisa-se notar que os coeficientes de reforço pi dependem somente dos 
parâmetros do modelo a i e k i ; i= 1,2 e dos parâmetros do processo de transição 
^ e T e então são constantes para nosso problema durante todo o tempo de 
regulagem. Assim é suficiente determinar pi e p2 midalmente, e depois calcular 
AUl de acordo com os valores atuais de yi e y2. 
Gostaríamos de salientar que, no sistema dado, faltam equações que 
caracterizam os insumos. Na resolução deste problema, consideramos que os 
insumos são proporcionais à produção. Sabendo o nível da produção sempre 
podemos determinar os insumos através da fórmula: 
vij = aij xj i = 1,2,... S; j= 1,2 
onde aij são os coeficientes de insumo-produto; 
Vij são a quantidade do insumo do tipo i necessáno para o funcionamento do j-ésimo 
objeto no instante t; 
S é a quantidade de tipos de insumo. 
7. E X E M P L O 
Consideraremos o sistema de dois objetos, em que o primeiro produz apenas 
máquinas e equipamentos para o outro e para sua própria utiUzação, enquanto que 
o segundo produz apenas um produto final, para suprir uma demanda dada. 
Semelhante modelo pode ser usado para modelar, por exemplo, um sistema que 
abranja um conjunto de fábricas que produzam alimentos (segundo objeto do 
sistema) e um conjunto de fábricas que produzam máquinas e equipamentos para 
a indústria alimentícia (primeiro objeto do sistema). 
Seja a demanda final do segundo objeto especificado uma função linear do 
tempo: 
x* = bt + c, (36) 
onde b, c são numeras dados. 
Para suprir esta demanda final no segundo objeto, devem ser introduzidas 
máquinas e equipamentos em quantidade: 
U*2 = bk2 + a2k2 (bt + c) (37) 
Então o desenvolvimento programático do primeiro objeto que corresponde 
a esta demanda final é determinado mediante a equação: 
d<j)* 
= ( ai)(j)*i-bk2-a2k2(bt+c) (38) 
dt ki 
e uma condição inicial 
bk2 + ca2k2 ba2k2 
<I>1*(0)= + (39) 
1 1 
( _ - a i ) • ( - - a i ) 2 
ki k i 
No caso particular do nosso exemplo, o regime programático pode ser 
de terminado de maneira mais fácil. Supondo que a solução particular 
correspondente ao regime programático deve ser uma função Unear (pois a 
demanda final é função linear), procuramos esta solução na forma linear. 
Substituindo esta função na equação (38), obtemos: 
ba2k2 ba2k2 bk2 + ca2k2 
<t>*i(t) = t + + (40) 
1 1 1 
( _ - a l ) ( — -alf ( a l ) 
kl kl kl 
Se no momento inicial as condições iniciais não concordam com as iniciais 
programáticas, a saber: 
<j)i(0)<<j)%(0) 
<j)2(0) < k2X* (0) = k2Ck2, 
então existem os desvios das variáveis-estado: 
y i = <J)i -<f)*i 
y2 = <J)2 - k2x" 
Formularemos o seguinte problema: encontrar um controle ótimo que 
transforme o sistema (29) do estado inicial: 
bk2 + ca2k2 ba2k2 
yi(0) = <t)i (0) - + - — 
1 1 
( - - c t l ) ( — - a i ) ^ 
k l k l 
y2(0) = (t>2(0) - ck2 
para um estado final: 
yi(oo) = 0 i = 1,2 
e que forneça um valor mínimo da funcional (16). 
Usando os valores dos parâmetros do modelo da tabela 1, resolvemos este 
problema conforme o algoritmo adma referido. 
TABELA 1. VALORES DOS PARÂMETROS DO MODELO 
a i 32 k l k2 b c 
0,1 0,15 0,25 0j33 0,1 .52 
Definimos T = l , 5 e 5 = l e depois dos cálculos verificamos que estes valores 
satisfazem a condição que a matriz Q é a semidefinida positiva. Então de (33) 
calculamos pi e p2: 
pi = 2,5858 ; p2 = 0,1483; 
de (34) calculamos S n , S12 , S n : 
S22 = 0,0916 ; Si2 = 0,2399 ; S i i = 2,8257; 
e finalmente calculamos Q n , Q22 de (35): 
Qi l = 5,3321 ; 022 = 0,049.5. 
Os valores T Ç e são válidos pois Qi i > O, Q22> 0 . 0 controle ótimo para 
o problema formulado é: 
AUl = 2,5858 yi + 0,1483 y2. 
Então a variável de controle AU2 é: 
1 
AU2 = — yi - AUl = l,4142yi - 0,1483y2. 
kl 
Conforme as expressões (24) e (27) as funções U*2 e (j)* 1 que caracterizam 
o regime programático são lineares: 
U*2 = 0,00495t + 2,607 
< l ) ' l = 0 , 0 0 1 2 7 t + 0,6603 
A função U*i também é uma função linear: 
1 
U*i = — ^*i - U2 = 0,00013t + 0,0342 
kl 
E definitivamente, um controle que admite ambos os regimes, programático 
e de regulagem, tem a forma: 
Ui = U*i + AUl = 0,00013t + 0,0342 + 2,5858yi + 0,1483y2 
U2 = U*2 + AU2 = 0,00495t + 2,607 + l,4142yi - 0,1483y2 
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ABSTRACT 
SOME CONTROL IN A DYNAMIC MODEL OF INTERACTING 
PRODUCTION OBJECTS WITH A QUADRATIC FUNCTIONAL FORM 
In this paper are considered two types of control for a given system of two interacting 
objects production, in wich one of this objects manufactures a merchandise to increase capital, 
and the other a final product in order to supply a given demand. At first is determinated the most 
economic working regime for the system and the condition of conserving it's working capacity 
for a long time. Then, it is considered the problem of optimal stabilization of the development of 
(his two-object system in relation to the programmed trajectory of development. The second 
problem is solved through the method of dynamic programming. As the object functional is a 
quadratic funtional that admits deviations of the spatial coordinate and control functions for the 
programmed regime. 
